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ÑÂßÇÍÎÑÒÜ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ

ÂÎËÜÒÅÐÐÎÂÛÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ È ÈÌÏÓËÜÑÍÛÌÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÌÈ 1

c© À.È. Áóëãàêîâ, J. P. Munembe

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñâÿçíîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé; ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ âîëü-
òåððîâûì îïåðàòîðîì è èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè.

Àííîòàöèÿ: Çäåñü ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà î ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè.

Âîïðîñ î ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâ ðåøåíèé çàäà÷ ýâîëþöèîííîãî òèïà èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ è
âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì À. Êíåçåðà, Ì. Õóêóõàðå, ãäå îí áûë ðåøåí äëÿ îáûêíîâåííûõ

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (� 07-01-00305, 09-01-97503), íàó÷íîé ïðîãðàììîé "Ðàçâèòèå íàó÷íîãî
ïîòåíöèàëà âûñøåé øêîëû"(ÐÍÏ � 2.1.1/1131), "Ïðîãðàììîé Âñåìèðíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ñîòðóäíè÷åñòâà â
ìàòåìàòèêå, ñòàòèñòèêå è èíôîðìàòèêå"ïðè ïîääåðæêå SIDA è âêëþ÷åíà â Òåìïëàí � 1.6.07.
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíîñèëñÿ çàòåì ìíîãèìè àâòîðàìè íà îáúåê-
òû áîëåå îáùåãî âèäà, â òîì ÷èñëå íà äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ è âêëþ÷å-
íèÿ (Ð.Â. Àõìåðîâ, Å.Å. Âèêòîðîâñêèé, Á.Ä. Ãåëüìàí, È.Ò. Êèãóðàäçå, À.ß. Ëåïèí, Ë.Í. Ëÿïèí,
Â.Ï. Ìàêñèìîâ, À.Ä. Ìûøêèñ, Â.Â. Îáóõîâñêèé, À.Å. Ðîäêèíà, Á.Í. Ñàäîâñêèé, À.À. Òîëñòîíî-
ãîâ, À.Ô. Ôèëèïïîâ, È.À. Ôèíîãåíêî, J. Davy, W. Kelley, N. Kikuchi, S. Nakagiri, H. Marakami,
S. Szu�a è äð. (áèáëèîãðàôèþ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [1-5])). Ïëîäîòâîðíóþ ðîëü ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè âîïðîñà î ñâÿçíîñòè äëÿ çàäà÷ ñ îäíîçíà÷íûìè îïåðàòîðàìè ñûãðàëà òîïîëîãè÷åñêàÿ
ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà, ðàçðàáîòàííàÿ Ì.À. Êðàñíîñåëüñêèì è À.È. Ïåðîâûì. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ
òåîðåìà, êîòîðàÿ îáîáùàåò ïðèíöèï ñâÿçíîñòè Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî è À.È. Ïåðîâà.

Ïóñòü Y, Y1� ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå P : M → Y1, ãäå
M ⊂ Y � çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, à òàêæå óðàâíåíèå

q = P (x), (1)

ãäå q ∈ Ỹ1. Ïîä ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ïîíèìàåòñÿ âñÿêèé ýëåìåíò x ∈ M, óäîâëåòâîðÿþùèé
(1). ×åðåç H(M) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîð P q-çàìêíóò, åñëè èç óñëîâèÿ q ∈ P (E) âûòåêàåò, ÷òî q ∈ P (E)
äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà E ⊂ M.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü îïåðàòîð P q-çàìêíóò. Òîãäà ìíîæåñòâî H(M) ñâÿçíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ïî ëþáîìó τ > 0 ìîæíî íàéòè ñâÿçíîå ìíîæåñòâî X(τ) ⊂ M, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì: H(M) ⊂ X(τ); äëÿ ëþáîãî x ∈ X(τ) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρY1 [q, P (x)] 6 τ, ãäå
ρY1 [·, ·] � ðàññòîÿíèå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Y1.

Òåîðåìó 1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè
äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñ èìïóëüñíûìè âîçäåéñòâèÿìè. Äëÿ ýòîãî
ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ.

Ïóñòü tk ∈ [a, b](a < t1 < . . . < tm < b)� êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C̃n[a, b] ìíî-
æåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé x : [a, b] → Rn, èìåþùèõ ïðåäåëû ñïðàâà â òî÷êàõ tk, k = 1, 2, . . . ,m, ñ íîðìîé ‖x‖ eCn[a,b]

=
= sup{|x(t)|, t ∈ [a, b]}, Ln[a, b]� ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ẋ = Φ(x), x(a) = x0(∈ Rn)

∆x(ti) = Ii(x(ti)), i = 1, 2, . . . , m,
(2)

ãäå íåïðåðûâíûé âîëüòåððîâ ïî À.Í. Òèõîíîâó îïåðàòîð Φ : C̃n[a, b] → Ln[a, b] îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì: äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U ⊂ C̃n[a, b] îáðàç Φ(U) îãðàíè÷åí ñóììèðóåìîé
ôóíêöèåé. Îòîáðàæåíèÿ Ii : Rn → Rn, i = 1, 2, . . . , m íåïðåðûâíû, ∆x(ti) = x(ti + 0) − x(ti),
i = 1, 2, . . . ,m.

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (2) áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ôóíêöèþ x ∈ C̃n[a, b], ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [a, b]
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(t) = x0 +

t∫

a

Φ(x)(s)ds +
m∑

i=1

χ(ti,b](t)∆x(ti),

ãäå χ(c,b]� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòðåçêà (c, b].
Ïóñòü H(x0)� ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2).
Â ñèëó òîãî, ÷òî îïåðàòîð Φ : C̃n[a, b] → Ln[a, b] âîëüòåððîâ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæ-

íî ââåñòè îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ (ëîêàëüíîãî) íà ëþáîì îòðåçêå [a, τ ] ⊂ [a, b] çàäà÷è (2). Ïóñòü
H(x0, τ)� ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (2) íà îòðåçêå [a, τ ].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2) (H(x0)) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå r > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ (a, b] íå ñóùåñòâóåò y ∈ H(x0, τ), ÷òî
‖y‖ eCn[a,b]

> r.

674



ISSN 1810-0198. Âåñòíèê ÒÃÓ, ò. 14, âûï. 4, 2009

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1 è ðåçóëüòàò ðàáîòû [6], ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2) àïðèîðíî îãðàíè÷åíî. Òîãäà ìíîæåñòâî

H(x0)� íåïóñòîé ñâÿçíûé êîìïàêò ïðîñòðàíñòâà C̃n[a, b].
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Abstract: The theorem about the structure of the solutions set of an equation in a metric space is given.
Based on this result, there is also formulated the theorem on connectedness of the solutions set of the Cauchy
problem for a functional-di�erential inclusion with impulses.

Key words: the solutions set connectedness; functional-di�erential equations with Volterra operator and
impulses.
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